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Introduction

La théorie des ensembles flous est une extension (généralisation) de la théorie des ensembles
classiques (Zadeh [22]), elle est apparue pour modéliser certains aspects du monde réel, au
travers d’un formalisme mathématique. La théorie des ensembles (dit classiques) apparait trop
rigide pour rendre compte de certains phénomeénes. Les problémes du monde réel doivent tenir
compte d’information imprécises ou incertaines [13]. Prenons I’exemple d’une climatisation : si
on veut obtenir une température fraiche, on peut se demander quelle gamme de températures
conviendra (la demande est imprécise), de plus la fiabilité des capteurs entre en jeu (la mesure
de la température ambiante est incertaine. On voit apparaitre la difficulté d’interprétation des
variable linguistique comme frois, chaud, ainsi que du traitement de ces données entachées d’in-
certitude.

L’étude des relations floues a été ainsi initiée par Zadeh en 1971 [23], qui sont des ensembles
flous d’un produit cartésien. Elles ont été étudiés et certaines de leurs applications ont été abor-
dées par plusieurs chercheurs, par exemple, Bede [3], Bélohlavek [4], Bodenhofer [5] 6], chon
[8], Bouchon-Meunier [16, [17], Kheniche et al.[T5], Mezzomo [18],...etc.

Le but de ce mémoire est d’étude des relations floues, plus précisément, I’étude de propriétés
et les extensions floues de certains notions et théorémes fondamentaux des relations classique.
Le mémoire est subdivisé en deux chapitres :

Dans le premier chapitre, nous donnons des notions relatives aux ensembles classiques et aux
ensembles flous puis nous allons présentons briévement des propriétés fondamentales des en-
sembles flous. Aussi, les extensions floues certains théorémes fondamentaux sur les ensembles
flous.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons présenter la notion de relation floue sur un ensemble
(universe, ensemble référentiel), et on étudie de certains de ses propriétés. Aussi, des classes par-

ticulieres des relations floues seront étudiées (relation d’équivalence et relation d’ordre floues).



Chapitre 1

(GGénéralités sur les ensembles flous

Dans ce chapitre, nous allons rappelé des notions relatives aux ensembles classiques et
aux ensembles flous puis nous allons présentons briévement des propriétés fondamentales des
ensembles flous, et aussi les extensions floues de quelques théorémes fondamentaux sur les en-
sembles.

Les ensembles flous furent développés par L. A. Zadah en 1965 [22], ils sont une maniére mathé-
matique de représenter I'imprécision et I'incertain des phénomeénes (la langue natural, physique,

santé,...etc). Ils peuvent étre considérés comme généralisation des ensembles classiques.

1.1 Rappels sur les ensembles classiques (Ordinaires)

Le concept d'un ensemble est fondamental en mathématiques, et peut intuitivement étre
décrit comme une collection d’objets éventuellement liés & travers certaines propriétés.
Dans cette section, nous allons présenté un rappelle sur I’ensemble classique et quelques exemples

d’illustrations. Pour plus de détail voir [11].

Définition 1.1. (Ensemble classique) Un ensemble A de référence X est une collection non
ambigue d’objets tous distincts, appelés éléments de ’ensemble.
Pour dire que a est un élément d’un ensemble A, on écrit a € A, dans le cas contraire, on écrit

a ¢ A. Un ensemble peut étre définit par :

(i) L’écriture de ses €léments. Par exemple, si ay,as,...,a, sont les éléments de l’ensemble

A, on écrit : A = {ay,aq,...,a,}.



(ii) Des propriétés qui caractérisent ses €léments, par exemple, si les éléments de l’ensemble

B satisfaisant les conditions Py, P, ..., P,, alors l’ensemble B est définie par :

B ={b| b satisfait P, P, ..., P,}.

ou le symbole "|" désigne la phrase "telle que”.

(iii) Une fonction dite fonction caractéristique x4 qui prend la valeur 0 pour les éléments
n’appartient pas a A et la valeur 1 pour ceux qui appartient a A :
xa:X —{0,1}
0 si x ¢ A,

T —
1 si z € A.

Les ensembles classiques et leurs opérations peuvent étre représentés par leurs fonctions
caractéristiques [3]. En effet, considérons 'inclusion A C B si et seulement si z € A = x € B.

C’est-a-dire,
(AC B& yulr) < xslx),Vr e X).
Pour 'égalité A = B si et seulement si v € A=z € Bet v € B= 1 € A. Cest-a-dire,
(xa(z) = xs(z), vz € X).
I'union AU B = {z € X|z € A ou = € B}. Sa fonction caractéristique est
Xaus(r) = max{xa(z), x5(z)}.
Pour l'intersection ANB = {z € X|x € A et x € B} la fonction caractéristique est
Xars(z) = min{xa(z), x5(z)}.

Si nous considérons le complément de A dans X, A° = {z € X|z ¢ A} il a la fonction

caractéristique
Xac(z) =1— xa(x).
Pour la différence
A-—B={reX|lrecAet x ¢ B}
=ANB°.
Clest-a-dire, xanpe(x) = xa(x) A xBe(2).
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Exemple 1.1. Soit X un ensemble des planeétes solaires, on peut définir les deux ensembles
classiques Ay, Ay par, Ay : des planétes naines,

Ay = {Mercure, Vénus, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune}.

Exemple 1.2. L’ensemble des nombres compris entre 6 et 8 est caractérisé par la fonction :

X :R—{0,1}
1 st 6<2<8,

T —
0 sinon.

Définition 1.2. (Propriétés fondamentales des opérations)|I1] Soit A, B, C € X on a

les propriétés suivantes

Involution (A=A
- AUB=BUA
Commutativité
ANB=BNA
o AU(BUC)=(AUuB)UC
Associativité
AN(BNC)=ANB)NC
L AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
Distributivité
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AUuA=A
Idempotence
ANA=A
. AUANB)=A
Absorption
AN(AuB)=A

(AuB)* = A°NB°

(ANB) = A°UB°
AU(A°NB)=AURB
AN(A°UB)=ANB
Loi de non contradiction ANA®=¢

Lot de DeMorgan

Absorption de complément

Tiers exclu AUA =X




1.2 Ensembles flous

Le concept de I'ensemble flou a été introduit par |Zadeh| [22] comme une généralisation de

la notion de I’ensemble classique.

Définition 1.3. (Ensemble flou)|22] Un ensemble flou A de X est défini par une fonction
d’appartenance qui associé a chaque élément x de X, le degré pa(x) compris entre 0 et 1, avec
lequel x appartient a A :

pa: X — [0, 1].
Remarque 1.1. Dans le cas particulier ot pa ne prend que des wvaleurs égales a 0 ou 1,

l’ensemble flou A devenu un ensemble classique de X .

Notation 1.1. Soit X [’ensemble de référence, Un ensemble flou A de X, généralement noté

par : A= {(z,pa(x)),r € X}.

L’ensemble qui contient tous les ensembles flous de X note par F(X).
Exemple 1.3. (Cas fini)[1] Soit X l’ensemble de certain age des personnes.
X = {5,15,25,35,45, 55,65, 75, 85}.

Nous pouvons définir des ensembles flous tels que "P = enfant”, "Q = jeune”, "R = adulte"” et
'S = Séniore” dans X. Les possibilités de chaque élément de x soit dans ces quatre ensembles

flous sont dans le tableau suivant :

age( éléments) | enfant | jeune | adulte | séniore
5) 0 0 0 0
15 0 0.2 0.1 0
25 0 1 0.9 0
35 0 0.8 1 0
45 0 0.4 1 0.1
95 0 0.1 1 0.2
65 0 0 1 0.6
75 0 0 1 1
85 0 0 1 1

Tableau 1 : Exemple d’ensemble flou .
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Exemple 1.4. (Cas infini) Soit X = [a,b] tel que a,b € R et o, B € R et soit A un ensemble
de X définie par :

)
0 st r<a—aoub+f<ux,
1 stoa<x<b,
() — —a ,
1+ ( ) sia—a<az<a,
Q@
h—
1—( ﬂx) si b<z<b+p.
(

Alors, A est un ensemble flou de X, voire la figure (1.1).

Ha

il . . -
a-u a b b+

FIGURE 1.1 — ’ensemble flou A de X.

1.3 Opérations sur les ensembles flous

Comme dans la théorie des ensembles classique, en théorie des ensembles flous, il existe
un certain nombre d’opérations, on étend ces opérations aux fonctions d’appartenance des
ensembles flous par quelques opérateurs comme, min, max, ... (J19],[I7]).

Pour deux ensembles flous A et B de ’ensemble X on a :
(1) L’inclusion on dit que A est inclus dans B, qu’on note alors A C B, si tout élément z
de X qui appartient & A appartient aussi & B avec un degré au moins aussi grand. On a
A C B si et seulement si pa(x) < pp(x).
(2) L’égalité on dit que deux ensembles flous A et B sont égaux, si leurs fonctions d’appar-
tenance prennent la méme valeur pour tout élément x de X. on a A = B si et seulement

si: pa(z) = ps(z).



(3) L’intersection de deux ensembles flous A et B est I'ensemble flou constitué des éléments
de X affectés du plus petit des degrés avec lesquels ils appartiennent & A et B, pour tout

¢lément = de X on a AN B est donné par pang(z) = min(pa(x), us(x)).

(4) L’union de deux ensembles flous A et B est 'ensemble flou constitué des éléments de
X affectés du plus grand des degrés avec lesquels ils appartiennent a A et B, pour tout

¢lément = de X on a AU B est donné par paup(z) = mazx(pa(z), us(x)).

(5) Le complément d’un ensemble flou A noté A° est 'ensemble flou constitué des éléments
x lui appartenant d’autant plus a A¢ qu’ils appartiennent peu a A, pour tout élément x

de X on a A° est donné par pae(z) =1 — pq(z).

(6) Addition ’addition de deux ensembles flous A et B définie par

A+ B ={{(z, ppa+ ps — pa-ps)/z € X}.

Exemple 1.5. D’aprés l'exemple on remarque que l’addition donné par de Q et R
Q+ R ={(15,0.27),(25,1),(35,1),(45,1),(55,1), (65,1),(75,1),(85,1) }.

(7) Multiplication la multiplication de deux ensembles flous A et B définie par

A-B={{(z,pa-p5)/x € X}.

Exemple 1.6. D’apres [’exzemple on remarque que la multiplication de Q et R est
donnée par Q-R = {(15,0.02), (25,0.9), (35,0.8), (45,0.4), (55,0.1), (65, 0), (75, 0), (85,0) }.

Remarque 1.2. Nous observons que les opérations entre les ensembles flous sont définies point
par point en termes d’opérations sur lintervalle [0, 1]. Aussi, mentionnons ici que tout au long
du texte nous utiliserons les notations suivantes min{z,y} = = Ay, max{z,y} = =V y avec
les opérations x,y € [0,1] ou x,y € R. De plus, sans le danger d’une confusion majeure, nous

utilisons les notions AN B et AV B pour désigner l'intersection et ['union de deux ensembles

flous.

Exemple 1.7. D’aprés l'ezemple on remarque que :

Le complément d’un ensemble flou R est donné par :

R¢ = {(5,1), (15,0.9), (25,0.1)}.



L’union de Q et R donnée par :
QUR ={(15,0.2),(25,1),(35,1),(45,1),(55,1),(65,1),(75,1),(85,1)}.
L intersection des ensembles flous Q et R est donnée par :
QNR=1{(15,0.1),(25,0.9), (35,0.8), (45,0.4), (55,0.1) }.

Exemple 1.8. [3] les ensembles flous peuvent étre utilisés pour exprimer des perceptions sub-

jectives sous un forme mathématique. Soit X = [40,100] lintervalle des températures d’une
plece.
.
1 st 40 < x < 50,
—50
Affx) =912 si 50 < x < 60,
10
0 st 60 < x < 100.
\
4
1 st 40 < x < 50,
—50
: si 50 < x < 60,
Aa(r) =9 10
1-— 10 st 60 <x <70,
L0 st 70 < x < 100.
L’union peut étre écrit
1 st 40 < x < 50,
—50
1—”“"10 si 50 < < 55,
ArUAg(z) = ¢ & 1050 si 55 < x < 60,
— 60
1—”““10 si 60 < < 70,
0 st 70 <z < 100.
L’intersection peut étre exprimée comme
1 st 40 < x < 50,
—50
z si 50 <z < 55,
AN Ay(x) = 1033 _ 50
1-— st 90 < x <60,
10
0 st 60 < x <100,




Le complément de Ay peut étre écrit

4

0 si 40 <z < 50,
c — 50 .
‘() =<2 si 50 <z < 60,
10
1 si 60 < 2 < 100.

\
Le produit cartésien est une méthode de combinaison des ensembles flous définis sur des univers

du discours différents.

Définition 1.4. (Produit cartésien d’ensembles flous) Soient des ensembles flous Ay, As, ..., A,
respectivement définis sur X1, Xo, ..., X,,, on définit leur produit cartésien A = Ay x Ay x...x A,
comme un ensemble flou de X de fonction d’appartenance définit pour toute x = (x1,...,x,) € X

par

(@) = min(pa, (1), ..., pa, (Tn))-

Exemple 1.9. Soient A, B deux ensembles flous respectivement définis sur X, = {x,y, z}, Xo =

{a, B} donnée par : A={< 2,03 > <y,06><202>} B={<a,06><0,08>}

Alors on obtient : AxB = {{(x,),0.3), {(z, 8),0.3), (. @), 0.6, (3, B), 0.6), {(2,2),0.2), {(2, 8), 0.2} .
Propriété 1.1. [17| Soit A et B deuz ensembles flous alors

(1) Lot de De Morgan :(AUB)=A°NB°, (ANB)*=A°UB°,

(2) (A) = A,
(3) 0= X,
(4) X°=0,

(5) | Al + A = | X].

Remarque 1.3. Contrairement auzx ensembles classique, il vérifie généralement
ANA # 0 et AU A # X, clest-a-dire qu’il ne vérifie pas les propriétés classiques de la
non-contradiction et du tiers exclu. Les autres propriétés de la théorie des ensembles classiques

sont cependant satisfaites.
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1.4 Caractéristiques d’un ensemble flou

Les caractéristiques d’un ensemble flou A de X les plus utiles pour le décrire sont celle qui

montre & quel point il différe d’un ensemble classique de X.

Définition 1.5. (Support d’un ensemble flouw)[17| Le support de A, noté Supp(A), est la

partie de X sur laquelle la fonction de A n’est pas null

Supp(A) = A{z € X/pa(x) # 0}.

Définition 1.6. (Hauteur d’un ensemble flou)|17| La hauteur de A notée H(A), est la

plus grande valeur prise par sa fonction d’appartenance

H(A) = sup(pa(w)).

Définition 1.7. L’ensemble flou A de X est normalisé si sa hauteur H(A) est égale a 1.

Définition 1.8. (Noyau d’un ensemble flou)[17| Le noyau de A, noté Noy(A), est l’en-

semble des éléments de X pour lesquels la fonction d’appartenance de A vaut 1
Noy(A) = {x € X/pa(x) = 1}.
Proposition 1.1. [I7] Le support et le noyau de A et de son complément vérifient :
Supp(A°) = X — (Noy(A%)) et Noy(A°) = X — (Supp(A°)).
Démonstration. Soit A un ensemble flou sur X. Alors

Supp(A°) = {z € X/pue(z) =1}
={z € X/1— pa(z) # 0}
={z € X/pa(x) # 1}
={z € X/x ¢ Noy(A)}
— X — Noy(A).
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D’autre part

Noy(A®) ={z € X/pa-(z) =1}
={z € X/1—pa(z) =1}
={z € X/pa(z) =0}
= {2z € X/x ¢ Supp(A)}
= X — Supp(A).

]

Définition 1.9. (Cardinalité d’un ensemble flou)[17| La cardinalité d’un ensemble flou A
de X, notée |A|, lorsque X est fini, est définie par :
Al = pa(z).
zeX
Exemple 1.10. [17] Soit X [’ensemble fini des pays, donnée par :
X = {Allemagne, Belgique, Espagne, France, Grande — Bretagne, Italie} I’ensemble des pays
susceptibles d’étre un lieu de résidence pour un individu donné, notés A, B, E, F,G,I. on peut

définir les ensemble flous suivant, correspondant a la description des souhaits de l'individu :
A ={(A,0.6),(B,0.7), (F,0.4), (F,0.3),(G,0.8),(1,0.5) }.

1. Supp (A) = X,

3. Noy (A) =0,

4. |Al =33

Inversement, la connaissance d’une caractérisation floue globale définie sur un univers com-
plexe doit permettre de donner des informations sur les différentes composantes de cet univers
et de définir des caractérisations floues sur chacune de ces composantes. Soit un ensemble flou

A défini sur un univers X; x X, produit cartésien de deux ensembles de référence X; et X,.

Définition 1.10. (Projection d’ensemble flou)[17| La projection sur Xy d’un ensemble flou
A de X1 x Xy est lensemble flou Px,(A) de X;, dont la fonction d’appartenance est définit

par :
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Vay, € Xl,ﬂpxl(A)(wl) = Su)I? (na((@1, 22))).
T2EX2

On définit de fagon analogue la projection de A sur Xa, par pyy, (a)(z2) = sup (pa((z1,22))).
z1€X1

Exemple 1.11. Pour poursuivre les exemple des lieux de résidence envisageables, considérons
X, = {A,B,E,F} un ensemble de pays {Allemagne, Belgique, Espagne, France} et Xy =
{C,V'} Uensemble des chois entre la compagne (C) et une ville (V). Supposons que les souhaits

d’un individu soient indiqués par [’ensemble flous suivante de X1 x Xos.

S ={((A,C),0.6),((B,C),0.8), ((E,C),04),((F,C),0.3), ((A,V),0.5), ((B,V),0.2),
((B,V),0.3), ((F,V),0.2)},

A, max(0.6,0.5)), (B, maz(0.8,0.2), (£, maxz(0.4,0.3)), (F, maz(0.3,0.2)) }

A,0.6),(B,0.8),(F,0.4), (F,0.3)},

projx, (S) =
S

{{
{(
projx,(S) = {(C, maz(0.6,0.8,0.4,0.3)), (V, maz(0.5,0.2,0.3,0.2)}
{(C,0.8), (V,0.5)}.

1.5 Ensembles classiques associes a un ensemble flou

Etant donné l’ensemble flou A de I'ensemble de référence X, on choisit un seuil a entre 0
et 1. On construit ’ensemble ordinaire A de X associé & A pour ce seuil, en sélectionnant tous

les éléments de X qui appartiennent a A avec un degré au moins égal a «.[17]

Définition 1.11. (Le niveau de flou)[I7]| Pour un seuil donné o de [0,1], on définit la

a-coupe d’un ensemble flou A de X (ou ensemble de niveau o associé a A) comme ’ensemble
A, = [z € X/pa(x) = a}.

Dont la fonction caractéristique x 4, est telle que x 4., (x) est égale a 1 si et seulement si pa(x)
est supérieur ou égale a 1.
Proposition 1.2. [17] Soient A et B deuz ensembles flous et soit a € [0, 1]

(i) les a-coupes de A sont des parties non floues de X emboitées par rapport a la valeur du

. . . . /
niveau o, c’est-a-dire que si o« > «, alors A, O A,

(i1) Sia=0,alorsAy=h(A) =X,
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(iii) Si o =1,alorsA; = Noy(A),
() (AUB), = Ay U By,

(v) (ANB), = A, NB,,

(vi) ACB= A, C B,.

Démonstration. Soit A et B deux ensembles flous sur X. Alors

(AUB)a =A{z € X/paus(x) = o}
={2 € X/pa(z) vV ps(z) = o}
={r € X/pa(z) > a} U{us(z) > a}
=A,UB,

(ANB)a = {z € X/pans(z) = a}
= {2 € X/pa(x) A ps(z) = o}
={z € X/pa(r) > a} N {us(r) > a}
=A,N B,

ACB= A, CB,
soit v € Ay = pa(z) > o
= u(r) > @

— x € B,

O

Exemple 1.12. Soient E = {a, b, c} un ensemble référentiel, A et B deuz ensembles flous dans
E tell que : A ={(a,0.3),(b,1),(c,0.7)} et B ={(a,0),(b,0.9),(c,0.8)}.
Alors AU B = {(a,0.3),(b,1),(c,0.8)} et ANB = {(a,0),(b,0.9),(c,0,7)}.

Donc on obtient,
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Aos ={x € X/pua(x) > 03} ={a,b,c} et Bys ={x € X/ug(xr) > 0.3} = {b, ¢},

(AUB)os = {z € X/paus(z) > 0.3}
= Ap3UDBps
={a,b,c} U{b,c} ={a,b,c};
(ANB)os = {z € X/psns(r) > 0.3}
=Ap3N Bys
={a,b,c} N {b,c} = {b,c}.

On peut considérer le niveau o comme une limite stricte de représentativité d’un élément

de X pour I'ensemble flou A de X donné.

Définition 1.12. (Le niveau strict de flou)[17| Pour tout niveau o de [0, 1], on définit la
a-coupe strict d’un ensemble flou A comme [’ensemble
A ={x € X/pas(x) > a}.
Remarque 1.4.
(i) A~ : l’ensemble net d’éléments appartient a l’ensemble flou A au moins au degré o.
(ii) Les niveauz stricts de flous ont les mémes propriétés que les niveauz de flous,

(iii) Si o =0, le 0-coupe d’un ensemble flou A coincide a la définition d’un support c-a-d
A® = supp(A) = {z € X | pa(x) > 0},

(iv) Si o = 1, le 1-coupe d’un ensemble flou A coincide o un ensemble référence X, c-a-d

Al = X,

Théoréme 1.1. (Théoréme de décomposition)|17| Tout ensemble flou A de l’ensemble de

référence X est défini a partir de ses a-coupes pour tout élément x de X :

pa(x) = sup (a.xa,(z)).
a€gl0,1]

Démonstration Soit + € X, on pose pa(z) = (3 tel que (8 € [0,1]),x € A. Donc
pa(x) = B.xa,(x) et pa(z) < sup (a.xa,(r)). Réciproquement, soit € X pour tout niveau
£ on a e

Xas(@) =1 si pa(z) =P,
Xay(x) =0 si pa(r) <B.
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Donc
B.Xas(w) =B si palz) > B,
Bxas(x) =0 si palz) <B.
Dans les deux cas, B.xa,(z) < pa(z). D'ou, aselflol?l](oz.XAa () < palz).
Par conséquent, pour tout © € X : pu(z) = asel[lol,)l}(wXAa (x)).
Exemple 1.13. Soit X [’ensemble de référence et soit A [’ensemble flou.
A = {{a,0.2),(b,0.4),(c,0.6), (d,0.8), (e, 1), {f, 1) }.
On a pour tout niveau o dans [0, 1] :
Ay = {z € X/pa(z) 2 1} = {e, f},
Aps ={x € X/pa(z) > 0.8} ={d,e, f},
Ags ={x € X/pa(z) > 0.2} ={a,b,c,d,e, f}.
On obtient donc :
pa(a) =mazx(l x0,...,0.2x1,...,0x 1) =0.2,
(b) = maz(1 x0,...,04 x1,...,0 x 1) = 0.4,
(¢) (1x0,..,06x1,..,0x1)=0.6,
pa(d) =maz(l x0,...,0.8 x1,...,0 x 1) = 0.8,
pale) =max(l x1,...,0x1)=1,
(

=

=

=
Il

max(l x1,..,0x1)=1.

Ce qui fournit bien ’ensemble A.

1.6 Extensions des opérations sur les ensembles flous

Les opérations d’intersection, d’union et de complémentation d’un ensembles flous habituel-
lement employées peuvent étre remplacées par d’autres opérations construites a ’aide d’opéra-
teurs ont été introduits dans le domaine des espaces métrique aléatoires et on fait appel a eux

lorsque les opérateurs habituelles ne s’avérent pas satisfaisantes.

1.6.1 Normes et conormes triangulaires

Les normes et les conormes triangulaires généralisent les connexions de base entre les en-

sembles flous. Elles ont d’abord été introduites dans la théorie des espaces métriques probabi-
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listes. Plus tard, ils ont été jugés trés appropriés pour étre utilisés avec des ensembles flous.

Définition 1.13. (Norme triangulaire, t-norme)[14] Une norme triangulaire T est une

fonction définie sur [0,1] x [0, 1] et prenant ses valeurs dans lintervalle [0, 1] qui satisfait auz

conditions qui suivent :

(i) Vx,y € [0,1] : T(x,y) =T(y,x) (Commutativité),

(ii) Vx,y,z € [0,1] : T(x,T(y,z)) =T(T(z,y), 2) (Associativité),
(i11) Vz,y,z,t € [0,1] : T(x,y) <T(z,t)six < zety<t (Monotonie),
(iv) Yz € [0,1] : 7(0,0)=0,T(x,1)=T(l,z) =x (élément neutre 1).

Cas particulier : L'opérateur 7' = min est une norme triangulaire.

Définition 1.14. (Conorme triangulaire, t-conorme)[14] Une conorme triangulaire S est

une fonction définie sur [0,1] x [0,1] et prenant ses valeurs dans l'intervalle [0,1] qui satisfait

aux conditions qui suivent :

(i) Vx,y € [0,1] : S(z,y) = S(y,x) (Commutativité),

(ii) Vx,y,z € [0,1] S(z,S(y,z)) = S(S(x,y), 2) (Associativité),
(i1i) Vz,y,z,t € [0,1] : S(x,y) < S(zt)sizc < zety< t (Monotonie),
(v) Vo € [0,1] : S(1,1) =1,5(x,0) = S(0,z) =z (élément neutre 0).

Cas particulier : L'opérateur S = max est une conorme triangulaire.

Proposition 1.3. [3] Compte tenu de tout t-norme et t-conorme, pour tous x,y € [0, 1], nous

avons
(1) T(xz,0) =0 et S(z,1) =1,
(2) T(z,y) <z Ay,
(3) S(z,y) > xVy.
Démonstration.

(1) D’apres (iv) nous avons 7'(0,1) = 0. Dans la forme (i77), il s’ensuit que

T(0,z) < T(0,1) = 0,Vz € [0, 1],
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c’est-a~dire, T(0,z) = 0. Dans la forme (i) on a T'(z,0) = 0. De méme, nous avons

S(1,0) =1 alors,
1=25(1,0) < S(1,x),
et alors
S(1,z) =1= S(z,1),Vx € [0,1].
(2) Nous avons
T(x,y) <T(z,1) ==x.
aussi,
T(z,y) =T(y,x) <T(y,1) = .

En conclusion T'(z,y) = x A y. De méme S(z,y) =z V y.

Exemple 1.14. [17]

Différentes normes et conormes triangulaires :

Le tableau suivant représente les t-normes et t-conormes les plus utilisées.

t-norme t-conorme TLOTIL
Ty(r.y) = min(z.y) Sylz,y) = max(z. y) Zadeh
Tplr,y)=xy Splr,y)=x+y—xy Probabilite
Tp(x, y) = max(z +y— 1,0) Sp(x.y) = min(z +y,1) Lukasiewicz
Yu+zy—(1l—)z
Ty rHyt+ay—( )xy Hamacher (v = 0)
T+ (1 =)z +y—xy) 1—(1—7)ry
max ({1 — (1 — )P + (1 —y)*)¥",0) min ((zF + y*)/7.1) Yeger (p = 0)
max ((z+y— 1+ Azry)/(1+ A).0) min(z + y + Ary. 1) Weber (A = —1)
rsiy=1 rsiy=I
Tp = ysir=1 Sp= ysiz=0 Drastique
() sinon 1 sinon

FIGURE 1.2 — Principales t-normes et t-conormes duales
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Propriété 1.2. [17]

(i) L’opérateur T'= min est la plus grande des t-normes, l'opérateur S = max la plus petite
des t-conormes. Les t-norme et t-conorme ont les propriétés suivants : Toute t-normes T’

et toute t-conormes S vérifient les inégalités suivantes :

Va,y € [0,1],Tp(z,y) < T(z,y) < min(z,y),

max(z,y) < (2,y) < Sp(z,y).

tel que Tp est une t-norme drastique.

(i) Les opérateurs de Hamacher deviennent les opérateurs drastiques si vy tend vers linfini
est sont identiques auxr opérateurs probabilistes si v = 1. Les opérateurs de Yager sont
identiques a ceux de Lukasiewiez quand P = 1 et tendent vers ceux de [Zadeh| quand P

tend vers linfini.
La connexion entre t-norme et t-conorme est faite de fortes négations comme suit :

Définition 1.15. (L’opérateur négation)[I7| Une négation est une fonction n : [0,1] —
0, 1] vérifiait :

(i) n(0) =1 et n(l) =0,

(i) Monotonie v <y = n(y) < n(z),Vz,y € [0,1].

Cas particulier : La complémentation a 1 (définit par n(x) = 1 —z) est une négation strict

et involutive donc on peut définir le complément d’un ensemble flou par 'opérateur négation

A telle que :

praen () = n(pa(z)).
Remarque 1.5. Une négation stricte est appelée forte négation si elle est involutive, (c’est-a-

dire, n(n(x)) = x).

Définition 1.16. (Dualité entre opérateurs)|17| Une t-norme T et une t-conorme S sont

dites duales pour la négation stricte n si elles satisfont les relations suivantes pour tous x et y

de [0,1] :



Propriété 1.3. [17] Si une t-norme T et une t-conorme S sont duales pour la négation stricte
n, lintersection Ny et 'union Ug qu’elles définissent vérifient les lois de De Morgan pour la

définition du complément A de associée :

(ANg B) = A% Ug B, (A Ug B) = A Ny B,

1.6.2 Extensions des opérations sur les ensembles flous

Dans toutes les définitions des opérations dans les lignes précédentes, nous avons utilisé les
combinaisons des fonctions d’appartenances, en utilisant notamment les opérateurs de mini-
mum, maximum et de complément a 1. Les normes et conormes triangulaires constituent une

généralisation des opérateurs de type maximum ou minimum. [20)]

Définition 1.17. (L’intersection définie par une t-norme) On vérifie simplement que
lopérateur de minimum est une t-norme. La définition d’une opérateur d’intersection entre

deux ensembles flous se référe a une t-norme, qui remplace 'opérateur minimum :

pans(r) = T(pa(x), ps(z)), Vo € X.

Définition 1.18. (Union définie par une t-conorme) On vérifie simplement que [’opéra-
teur de maximum est une t-conorme. La définition d’une opérateur d’union entre deux ensembles

flous se réfere a une t-norme, qui remplace l’opérateur mazximum :

paos(x) = S(pa(z), ps(r)), ve € X.

Exemple 1.15. Soit X = {z,y,z} et soient A, B deux ensembles flous de X telle que
A = {(2,04),(y,0.1), (¢,0.7)}, B = {(2,0.6),(y,0.3),(z,1)}. On peut utiliser les opérateurs

de Lukasiewicz pour définit respectivement [’intersection et ['union par :
(i) panss(x) =T (pa, pp) = max(pa(z) + pp(r) —1,0),Vr € X,
(ii) pavss(®) = S(pa, pp) = min(ua(z) + pp(r),1),Ve € X.

Alors on obtient
(1) pane(x) = {(2,0),(y,0.6),(2,0.7)},

(”) MAUSB(*T) = {(:L‘, 1>7 <ya 0‘4>7 <2v 1>}
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Définition 1.19. (Le produit cartésien définie par t-norme) Les T-normes sont aussi
utilisées pour définir le produit cartésien. Ainsi, pour deux ensembles flous A et B des univers

de discours X et'Y, le produit cartésien A x B est caractérisé par la fonction d’appartenance

HAxB -
paxs : X xY — [0, 1].

(2,y) — paxs(r,y) = T(pa(z), up(y))

1.7 Extensions des ensembles flous

Dans cette section, nous allons s’intéresser spécialement au Treillis et qui est un outil ap-

pliquer pour obtenir des extensions d’un ensemble flou.

1.7.1 Ensembles L-flous

Dans la théorie des ensembles flous, la fonction d’appartenance de ’ensemble flou est une
fonction classique A : X — [0, 1]. Dans certaines applications, la forme de 'appartenance
est elle méme incertaine. Ce probléme apparait principalement & cause de la subjectivité de la
connaissance experte et de I'imprécision de nos modelés. Dans ces situations, nous appliquer

une extension plus pousse de la théorie des ensembles flous[3], [12].

Treillis

Les treillis constituent une catégorie trés importante d’ensembles ordonnés, car ils font le lien
entre ’étude des relations d’ordres et ’étude de certaines structures algébriques. Nous allons
briévement passer en revue quelques concepts des treillis contenant quelques propriétés trés

importantes qu’on définira et qu’on démontrera par la suite : Pour plus de détail voir[9, 24 [15].

Définition 1.20. (Treillis) Un ensemble ordonné (L,<) est appelé un treillis (ou encore
ensemble réticulé) si tout paire d’éléments {x,y} d’éléments de L admet une borne supérieure
et borne inférieure. On notera x\V y au lieu de sup{x,y}, la borne supérieure de x ety et x Ay

la borne inférieure.

Exemple 1.16. P(L) ordonné par linclusion est un treillis, Les opérations binaires V et N

étant respectivement U et N.
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Théoréme 1.2. Soit (L, <,V,A) un treillis. Alors V et A\ sont associatives, commutatives et
Vr,y € L :idempotence xV x = x AN x = x, absorption xV (z Ny) =x A (zVy) = x.
Théoréme 1.3. Soit L un ensemble non vide muni de deux opérations V et A satisfaisant les
propriétés du théoreme (1.2). Alors :

(i) Ve,y e LixVy=y<xAy=ux,

(i1) < définie par x <y < xVy =y est une relation d’ordre,

(iii) (L, <,V,N\) est un treillis et les opérations V et A induites par < coincident avec les

opérations V et A\ originales.

Définition 1.21. Soient (X, <,V,A) un treillis et ¢ # Y C X. On dit que (Y, <) est un
sous-treillis de (X, <) siVa,b€Y,aVbetaNbeY.

Remarque 1.6. Un sous-treillis est un treillis.

Définition 1.22. Soient X et Y deux treillis, F : X — Y wune application. F est un mor-
phisme de treillis si pour tous a,b € X, F(aVb) = F(a)VF() et F(a Nb) = F(a) NF(b). Un

morphisme bijectif est un isomorphisme.
Définition 1.23. (Treillis distributif) Un treillis L est dit distributif si V et A\ distribuent
['une par rapport a l'autre, c’est a dire L vérifie ['une des deux conditions équivalentes suivantes :
(i) Ve,y,z€ L:xzV (yAz)=(xVy)A(xVz),
(i) Ve,y,z€ L:x AN(yVz)=(xAy)V(xAz).
Remarque 1.7. 8| Les conditions (i) et (ii) sont équivalentes. En effet : supposons (i) soit
vérifiée, on peut écrire
@V AV =@V AdV [V y) A4
=z V[zA(xVy)] (lois d’absorption)
=z V(zAz)V(2AY)

=zV(yAz) (lois d’absorption)
Donc (i1) est aussi vérifiée. La réciproque se démontre de fagon analogue.

Définition 1.24. (Treillis complet) Un treillis L est appelé un treillis complet si toute partie

de L admet une borne supérieure et une borne inférieure.
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Définition 1.25. (Treillis fermé) Un treillis L est dit fermé (au borné) si il posséde un plus
petit élément (que l’on notera 0 ) et un plus grand élément (que l’on notera 1). Une négation

sur treillis fermé est sur lopérateur n : L — L tel que n est involutif c-a-dire

n(n(x)) =z,Voe € L,

et décroissante, c’est a dire si x <y alors n(z) > n(y),Vz,y € L.

Dans la suite, nous supposons que L est un treillis fermé avec une négation.

Exemple 1.17. Soit J une chaine avec un plus petit élément (0) et un plus grand élément (1),

n(a) =1 — «a est une involution décroissante sur J.

Définition 1.26. Soit L un treillis fermé et a,b des éléments de L. On dit que b est le com-

plément de a (au bien a et b sont compléments l'un de Uautre) sia Nb=0 et aVb=1.

Définition 1.27. (Treillis complémenté) Dans un treillis fermé L si tout élément a un

complément, L est dit complémenté.

Ensembles L-flous

Définition 1.28. [Goguen| [12] Soit L un treillis, un ensemble L-Flou de référence X est un
application A : X — L. La classe des ensembles L-flous noté par Fp(X). Les opérations sur
les ensembles L-flous sont fournies par les inf et sup qui viennent former le treillis structure,

les connecteurs de base des ensembles L- flous sont
(AN B)(z) = AN B(z) = inf(A(z), B(x)),

(AUB)(z) = AV B(x) = sup(A(x), B(x)),

pour tout x € X. En général, pour les ensembles L-flous la distributivité ne tient pas. Afin de
pouvoir utiliser cette propriété, nous devons avoir un treillis distributif, c’est-a-dire que le sup

est distributif respect inf et vice versa.
aV(bAc)=(aVb)A(aVc),
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aN(bVe)=(aNb)V(aAec).

De plus, dans certaines cas,une distribution fermé pourrait étre nécessaire, c’est-a-dire

aV </\b> =NaVb et an (\/b) =\ anb.

iel iel iel iel
Si L est un treillis distributif(complétement distributif ), alors les opérations de ’ensemble L-flou

deviennent distributives(complétement distributives).

Exemple 1.18. ([0,1], <) est un treillis complétement distributif. Alors les ensembles flous
classiques peuvent étre considérer comme des ensembles L-flous avec L = [0,1]. Nous observons
que [0, 1] est un treillis fermé et complétement distributif. Nous observons que les ensembles L-

flous avec les ensembles flous F(X).

1.7.2 Ensembles flous intuitionnistes

Le concept de 'ensemble flou intuitionniste a été introduit par K.T.Atanassov [2] comme

une généralisation de la notion de I'ensemble flou [3].

Définition 1.29. (Ensemble flou intuitionniste) Soit X un ensemble de référence, un

ensemble flou intuitionniste A (EFI) de X est l’ensemble des triplets

{<$7,LLA(I)7 VA(I)LT S X>}
pa(z),va(x) sont des applications de X dans [0, 1] vérifier la condition
0 < palz)+rva(r) <1

pa(x) représente le degré d’appartenance de x a A.

va(x) représente le degré de non-appartenance de x a A.

Remarque 1.8. Un ensemble flou pa(x) peut étre interprété comme ’ensemble flou intuition-
niste A = (pa(z),1 — pa(x)). La réciproque n’est pas nécessairement vraie.

Les opérations de base entre les ensembles flous intuitionnistes sont définies comme suit

ANB = (min(p4, ps), max(v.4, vs))
AU B = (max(pia, ug), min(va, vg))
n(A) = (va, ).
Nous désignons la collection de tous les ensembles flous intuitionnistes par IFS(X).
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Proposition 1.4. L’ensemble IFS avec les opérations d’union intersection et complément

définies comme ci-dessus est un treillis. De plus, il est complet et complétement distributif.

Remarque 1.9. Les ensembles flous intuitionnistes peuvent considérés comme des ensembles

L-flous en considérant le treillis L C [0, 1],
L={(z,y) €[0,1]|lz +y <1}
ot la relation dinégalité générant la structure en treillis est définie par
(z,y) <o (21) & [z <z and y < ],

De plus, L est dans ce cas un treillis complet et complétement distributif.
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Chapitre 2

Relations floues et leurs propriétés

Dans ce chapitre, nous allons développer la notion de relation floue sur un ensemble, et on
étude quelques propriétés des relations floues et les extensions floues des théorémes fondamen-
taux sur les relations. Aussi, des classes particuliéres des relations floues seront étudiées.
Parmi les concepts flous les plus importants du point de vue des applications qu’ils peuvent
avoir, les relations floues généralisent la notion de relation classique définie sur des ensembles.
Elles mettent en évidence des liaisons imprécises ou graduelles entre éléments d’un méme en-

semble [23].

2.1 Rappels sur les relations classiques

Avant d’entamer la définition d’une relation floue on procéde & définir la relation classique.
Dans cette section, nous allons présenté des définitions de base et quelques propriétés des

relations classiques [3], [7].

Définition 2.1. (Relation classique) Soient X, Y deux ensembles non vides, une relation
binaire R entre deux ensembles X etY est une partie de X XY. Pour toute (x,y) € R C X XY,
on note xRy. Une relation classique peut étre caractérisée par une relation R : X XY — {0, 1},

1 si (z,y) € R,
R(z,y) =

0 swnon.

Définition 2.2. (Relation binaire sur un ensemble) Soit X un ensemble quelconque, une

relation binaire R sur X est une partie de X?, c’est-a-dire R = {(a,b) : (a,b) € X?}. Si R
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une relation binaire sur un ensemble X et (a,b) € R, on dit que a est en relation avec b selon

R et on écrit aRb.

Exemple 2.1. [22] Sur X = N, l’ensemble Ry = {(m,n) | m < n} est une relation, Ry =
{(m,n) | m/n} est une relation sur N* =N — {0}.

Définition 2.3. ( Propriétés d’une relation binaire sur un ensemble) [7| Soit R une

relation binaire sur un ensemble non vide X

o R est dite réflexive si (x,r) € R, pour tout v € X,

R est dite irréflexive si (z,x) ¢ R, pour tout x € X,

R est dite Non-réflexive si et seulement si, (x,x) ¢ R, il existe v € X,

R est dite symétrique si (x,y) € R <= (y,x) € R, pour tout z,y € X,

R est dite antisymétrique si (z,y) € R et (y,z) € R = x =y pour tout x,y € X,

R est dite transitive si (z,y) € R et (y,z) € R = (x,2) € R pour tout x,y,z € X.

Une relation binaire < sur un ensemble X est dite relation d’ordre(ou bien ordre partiel)
si elle est réflexive, antisymétrique et transitive. Dans ce cas le couple (X, <) est dit ensemble
ordonné(ou bien ensemble partiellement ordonné, au tout simplement poset). S’il existe au
moins deux éléments z,y € X tel que z £ y et y £ x. Si pour tout 2,y € X, a <youy <z
la relation d’ordre est dite ordre totale ou linéaire. Une relation binaire < sur un ensemble
X est dite ordre strict si elle est irréflexive et transitive. Dans ce cas le couple (X, <) est dit
ensemble strictement ordonné.

Si R est réflexive, symétrique et transitive, R est une relation d’équivalence sur X.

Exemple 2.2.

(1) L’ensemble N* est partiellement ordonné par la relation de divisibilité. On note ce poset

par (N*,[).

(2) L’ensemble Z n’est pas partiellement ordonné par rapport a la divisibilité. Soit x un élé-
ment non nul. On a x divise —x, et —x divise x. Mais x n’est pas égal a x, et donc la

propriété d’antisymétrique n’est pas valide.

(8) L’ensemble Z muni de l’ordre naturel est totalement ordonné.
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Proposition 2.1. [INTJ|6] Toute ordre partielle peut étre représentée comme une intersection
des ordres linéaires : Pour toute ordre partielle <, il existe une famille de ordre linéaires (=;)icr
tel que < peut étre représenté comme (pour tous x,y € X))

xﬁy(:)/\mj,y

2.2 Relations floues : Définitions et exemples

Dans cette section, nous devons définir plusieurs types fondamentaux de relation floue qui

seront nécessaires tout au long de cette travail.

Définition 2.4. (Relation n-aires floue)|23] Une relation floue R entre n ensembles X1, Xo, ..., X,
est un ensemble flous de X1 x XX, ..., x X,, de fonction d’appartenance ur : X1 X XoX, ..., x X, —>

[0, 1], ou simplement R(xy, s, ...,x,) est appelé le degré de relation entre x1,xg, ..., Ty,
R ={{(z1, 29, ..., xn), R(x1, X2, ..., k) | (X1, 22, ...y xn) € X7 X XoX, ...y x X, }.

Définition 2.5. (Relation binaire floue)|23| Soient X et'Y des ensembles non vides, une
relation binaire floue R entre X et Y est une application de l’espace cartésien X X Y dans

Uintervalle réel [0, 1].

Cas particuliers : Si X =Y, une relation floue R, définie sur les deux univers X et Y est
une relation binaire floue définie sur X.

Si X = {x1,29,....,2,} et Y = {y1,v2, ..., ym} sont finis, une relation floue R, définie sur les

deux univers X et Y, peut étre décrite par la matrice M(R) = (a;;) 1<i<n = (R(24,¥;)) 1<i<n

1<5j<m 15j<m

des valeurs de sa fonction d’appartenance, les coefficients de M (R) indiqués sur la ligne x et la

colonne y ayant pour valeur ug(z,y), pour tous x de X et y de Y.

Exemple 2.3. [I7] Soit X =Y = {a,b,c} et R une relation floue définie par :

R(z,y) | a b ¢
a 1 09 03
b 09 1 0.1
& 05 01 1

Exemple 2.4. La relation floue R "approximativement égal a" peut étre définie sur R x R par

la fonction d’appartenance :

28



Rix,4)

FIGURE 2.1 — x approximativement égale & 4

Pour une relation binaire floue R sur X, nous définitions les relations floues suivantes

associées & R :

Définition 2.6. (Inverse de la relation floue)[1T] Soit R une relation floue entre X etY,

Uinverse de la relation floue R est la relation floue R entre Y est X définie par :
Vy € Y,Va € X, R'(y,x) = R(x,y).

Exemple 2.5. [1I7] Soit X = R, et soit la relation floue R de R x R tell que R associée a la

propriété Prop (R) = "étre beaucoup plus grand que" peut étre définie par :
0 st y<ax+ A\

e A
Vee R Vye X R(x,y)= (%) si x+A<y<z+p,

1 st y>ao+p.
A >0 < p
La relation inverse de la relation binaire floue R est une relation floue Rt associée a la propriété
Prop (RY) =" étre beaucoup plus petite que " de fonction d’appartenance définie par :

0 st z>y— A\

(y—z—A

Vy e R,Ver e X Ri(y,x) = ( ) st y—pu<z<y-—A

w— A
1 s1 z2<y—p.

A >0,0 < p
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FIGURE 2.2 — Exemples de représentation des relations flous

Définition 2.7. (Complément d’une relation floue)[10] Soit R une relation floue entre X

et Y, le complément de la relation floue R est la relation floue R¢ entre Y est X définie par :
Ve e X,Vy € Y,R(z,y) =1 —R(x,y).

Exemple 2.6. [17] Soit X = {a,b,c} et R une relation binaire flove définie sur X comme :

R(z,z) | a b ¢
a 0.1 0.2 0.1
b 04 05 0.2
c 0.3 04 0.3

Alors R¢(z,y) =1 —R(x,y) définie par :

Ré(z,x) | a b ¢
a 09 08 0.9
b 06 05 0.8
c 0.7 0.6 0.7
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Définition 2.8. (Dual d’une relation floue)[10] Soit R une relation floue entre X etY, le
dual de la relation floue R est la relation floue RY entre Y est X définie par :

Vy e Y,Vo € X, R4 x,y) =1—R(y, z).

St R est considérée comme une relation de préférence faible, alors R est une modélisation

significative associée a R. Il est facile de vérifier que R = (RY)¢, (R4 = R.

Exemple 2.7. [10] Soit X =Y = {a,b,c} et R une relation floue définie par :

R(x,y) | a b c
a 1 1 1
b a 1 1
c v B 1
Ot a, 8,7y € [0,1]. Nous avons
Ri(z,y) | a b c

a 0 I1—a 1—v
b 0 0 1-p5
c 0 0 0

Définition 2.9. (Les a-coupes d’une relation floue)[17] Soit R : X* — [0, 1] une relation

oue, un a-coupe de R est un ensemble classique (relation ordinaire) R, de X2, tel que
p q q

1 si R(z,y) = a,
Ralz,y) =
0 si R(z,y) < a.

Exemple 2.8. [17] Les relations floues R et S données par les matrices suivantes :

R(r,y) |z y =z S(x,y) |z y =
z 1 02 08 x 02 1 04
y 02 1 05 y 0 06 03
2 08 05 1 P 0 1 03

Admettent les 0.5-coupes Ro5 et S5 suivantes :

Ros(z,y) |z y =z Sos(zy) |z y =z
T 1 0 1 T 0 1 0
y 0 1 0 y 0 1 0
z 0 1 1 z 0O 1 0
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Remarque 2.1. Les relations floues étant des cas particuliers des ensembles flous, toutes les
propriétés et définitions concernant les ensembles flous restent applicables, ainsi par example la

définition de la hauteur, le support ou le noyau d’une relation floue.

Exemple 2.9. D’aprés Uexemple [2.3, on remarque que :

(1) Supp (R) = {(z, ), (2,9), (,2), (Y, 2), (¥, ), (¥, 2), (2,2), (2,9), (2, 2) },

(2) H(R) =1 donc R est normalisé,

(3) Noy (R) = {(=, ), (y,¥), (2,2)}.

Nous utilisons la méme notation pour la relation L-floue que pour les relations classiques,
une relation L-floue entre deux ensembles A et B est une forme A x B & L. Une telle relation
R est notée R : A x B — B. La encore, les relations classiques peuvent étre décrites comme
relation L-flou ou L = B. et tout ce qui suit s’applique également aux relations classiques dans
ce cadre. Nous pouvoir résumer les trois versions des relations en fonction de leur fonction

caractéristique comme suite : [3]

Relation classique : R : A x B — B
Relation floue : R : A x B — [0, 1]

Relation L-floue: R : A x B — L.

Définition 2.10. Une relation L-floue R entre X et Y est aussi un ensemble L-floue sur le

produit cartésien X X Y.

Définition 2.11. Une relation binaire L-flou (une L-relation pour faire court) sur X est une

application R € LX*X

, c’est-a-dire des L- ensembles de X fois X. Pour chaque x,y € X, la
valeur R(z,y) est appelée le degré de Uappartenance de (x,y) dans R, et l’égalité, l'inclusion,
rejoint, se rencontre et [’ordre des relations floues sont définies comme pour les ensembles flous.
La transposition R' de R est la L-relation sur X définie par R'(y,z) = R(z,y). Pour les re-

lations nettes, nous utilisons la notation infixe habituelle, par exemple nous écrivons a < b au

liew de < (a,b).
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2.3 Opérations sur les relations floues

Puisqu’une relation floue entre X et Y est un ensemble flou défini sur 'univers du discours
produit X XY, les opérations définies sur les ensembles flous permettent de définir des opérations
de combinaison des relations floues. Si R et Q sont deux relations floues définies entre X et
Y, 'union R U Q, l'intersection R N Q, le complémentaire R¢, I'égalité R = Q et I'inclusion

R C Q, sont définies par les relations suivantes : [20]
(i) R(z,y) =1 =R(z,y),

(i) Ve e X,Vy € YR = Q & R(z,y) = Q(z,y),

(iv) (RUQ)(x,y) = {{(z,y), max(R(z,y), Qx,y)))} = {{(z,y), R(z,y) v Q(x,y))},

)
)
(i) Ve e X,Vy € YR C Q< R(x,y) < Q(x,y),
)
(v) (RN Q)(x,y) = {{(z,y), min(R(x,y), Qz,y))) } = {{(z, y), R(x,y) A Q(z,y))}.

Proposition 2.2. [19] Soient R, P, Q trois relations floues de X x Y alors
(1) RCP =R CP.
(2) (RUP) =R UP
(3) (RNP) =R NP
(4) (RY)" =
(5) RN(PUQ)=(RNP)URNQ) et RU(PNQ)=(RUP)N(RUQ).
(6) RUPDR, RUPDP, RNPCR, RNPC P.
(7) SiRO2PetR2Q=>R2O2PUQ,
SIRCPetRCOAQ=RCPNO.
Démonstration. (1) Si R C P alors Rf(y,z) = R(z,y) < P(z,y) = P'(z,y) pour tous z,y
de X x Y, Donc R! C Pt;
(2) On a
(RUP) (z,y) = (RUP)(z,y)
=R(z,y) vV P(z,y)
=R'(y,x) vV P'(y,x)
= (R'UP")(y,x)

33



(5) Nous emploierons que les opérateurs V, A satisfait les propriétés de distribution, on obtient

RN (PUQ)(z,y) =R(z,y) A (PUQ)(z,y)
= R(

z,y) A (P(z,y) vV Q(z,y))

= (R(z,y) AP(z,9)) V (R(z,y) V Qz,y))
= (RNP)(z,y) V(RN Q)(z,y)

= (RNP)U(RNQ)(z,y)

On utilise la méme fagon pour démontrer les propriétés qui restes. Nous pouvons généra-
liser les opérateurs entre les relations floues binaires, nous employons les t-normes et les

t-conormes sur [0, 1], Pour 7" un t-norme et son duale t-conorme S on a :

(RN Q)(z,y) = T(R(x,y), Qz,y)),
(RUQ)(z,y) = S(R(z,y), Qz,y)).

2.4 Compositions de relations floues

On peut également définir des opérations de combinaison de relations floues lorsque les
univers du discours sont distincts. Cela permet de déduire une relation entre les univers du
discours X et Z lorsqu’on connu des relations existant entre X et Y d’une part et Y et Z

d’autre part. Pour plus de détail voir [3].

Définition 2.12. (La composition Maz-Min) Soit Ry € F(X,Y) et Ry € F(Y,Z) des
relations floues. Alors Ry o Ry € F(X, Z) définies par
RioRa(x,2) = \/ Ra(x,y) A Ra(y, 2),
yey

est appelé la composition mazx-min des relations floues R et Rs.

Remarque 2.2. [a composition max-min est bien définie étant le supremum d’un ensemble
borné non vide de nombres réels. Si R € F(X,X) alors on peut définir R> = Ro R, et
généralement R" = RoR" ™, n > 2. Soit X = {x1,....zn}, Y ={y1, e, Um},Z = {21, ., 2p}
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étre des ensembles finis. Si R = (145) 1<i<n € F(X,Y), et S = (sjk)1<j<m € F(Y,Z) sont des
1<j<m 1<k<p

relations floues discrétes puis la composition T = (tix)1<i<n = RoS € F(X, Z) est donnée par
1<k<p
ik = \/ Tij I\ Sjk,
j=1

Exemple 2.10. Considérons les relations floues R1 C X XY et Ry CY X Z définies par ses

matrices sutvantes

Rg(y,Z) 21 22
Ri(z,y) [y v2  vs

Y1 0.8 0.3
T 0.3 0.7 0.2

Y3 0.5 0.6

Le composé des relations Ry et Ra est le suivant

RioRo(x,2) | 21 22
Ty 0.3 0.3
To 0.8 0.6

Proposition 2.3. (i) La composition max-min est un associative, c’est-a-dire
(RoP)oQ=Ro(PoQ),

ouReF(X,)Y), PeFY,Z) et Qe F(ZU).

(i1) Soit R1,Rs € F(X,Y) et P e F(Y,Z). Si R1 <Ry alors

731C)¢)f;7€201P.
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Démonstration. (i) Nous avons

(RoP)oQx,u) = \/ (RoP)(x,2) A Q(z,u))

— \/ (\/(R(Jc,y) AP(y, z))) A Q(z,u)]

yey

- \/ \/ Rz, y) A (P(y,2z) A Q(z,u))

z€Z LyeY

=\ |V R, 9) A (P(y.2) A Q(z,u))

yeY LzeZ

=\ [R@.y) A\ (Py,2) A Q(Z,U))]

yeY L z2€Z

=\ [R(z.y) A\ (P(y,2) 0 Q(z,u))]

yeY L z2€Z

—Ro(PoQ)(x,u).

Ry O’P(:c,z) = \/ Rl(xay> A P(ya Z)

yey

S \/ RQ(xvy) /\P(yv Z) = RQ oP.

yey

Proposition 2.4. Soit R1,Rs € F(X,Y) et P € F(Y,Z) nous avons
(Z) (Rl URQ)OP:(RloP)U(RQOP).
(ZZ) (RlﬂRg)OPS(RlOP)m(RQO'P).

Démonstration. (i) Nous prouvons ’égalité par double inclusion.

(RiURy) 0 P(z,2) = \/ (R1URy)(x,y) APy, 2)

yey

=\ (Ri(z,9) APy, 2)) U (Ra(z,y) A P(y, 2))

yey

<\ (Ru(a,9) APy, 2) U \/ (Ra(,9) A Ply, 2)),

yey yey
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c’est-a-dire,

D’autre part, former la proposition précédente, nous avons Ry o P < (R; URy) o P et

RQ oP S (Rl URQ) OP, et puis

(R1UR2)OP§(R10P)U(RQOP).

(RIOP)U(RQOP)S(RluRQ)O

En combinant les deux inégalités, la conclusion requise suit.

(ii) Nous avons

(RiNR2) 0Pz, 2) = \/ (R1 NRa)(z,y) APy, 2)

Définition 2.13. (La composition Min-Maz) Soit Ry € F(X,Y) et Ry € F(Y,Z) des
relations floues. Alors R1 @ Ry € F(Y, Z) définies par

est appelé la composition min-mazx des relations floues Ry et Rs.

Exemple 2.11. Considérons les relations floues Ry C X XY et Ry CY X Z définies par ses

matrices sutvantes

= \/ (Ri(z,y) NP(y, 2)) N (Ra(z,y) NPy, 2))

<V (Rulz,9) APy, 2)) N\ (Ra(z,y) AP(y, 2))

yey

=(Ri0oP)N(Ry0P)(z,2).

RieRy(z,2) = /\ Ri(z,y) V Raly, 2),

,R’l(xuy)

R2<y7 Z)

X1

X2

0.3 0.7 0.2

n
Y2
Ys




Le composé des relations Ry et Ro est le suivant

RieRo(x,z) | 21 2
Ty 0.5 0.3

Proposition 2.5. (i) La composition maz-min est un associative,c’est-a-dire, pour tous R €

F(X,)Y), PeF(Y.Z) et Qe F(Z,U) nous avons
(ReP)eQ=TRe(PeQ).
(i) Soit R1, Ry € F(X,Y) et P e F(Y,Z). Si Ry <Ry alors
RieP <RyeP.
Démonstration. Cette preuve est la méme que la preuve de la Proposition O

Proposition 2.6. Soient R, Ry € F(X,Y) et P € F(Y,Z) nous avons
(Z) (RlﬂRg).P:(Rl.P)ﬂ(RQOP>.
(’L’l) (Rl URQ).PZ(RI.P)U(RQ.P).

Démonstration. La preuve de la proposition est similaire au résultat correspondant dans le cas

de la composition min-max et est laissée en exercice. O

2.5 Extension de compositions des relations floues

Dans cette section, nous avons présenté la généralisation de compositions des relations floues.

Pour plus de détail voir [3].

Définition 2.14. (La composition Max-t-Norme) La composition maz-min peut étre gé-

néralisée naturellement a des compositions Maz-t-normes

Rior Ro(z, 2) = \/ T(Ri(z,y), Ra(y, 2)),

yey

ot T est une t-normes arbitraire.
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Proposition 2.7. (i) La composition max-t-Norme est associative, c¢’est-a-dire
(RopP)or Q="TRor (PorQ),
ouReF(X,)Y),PeFY,Z) et Qe F(ZU).
(ii) Soit Ri,Ro € F(X,Y) et P e F(Y,Z). Si Ry <Ry alors
Rior P <RyorP.

Démonstration. Puisque la t-norme 7" est en croissant, Nous avons

(RorP)or Qz,u) = \/ (\/ R(z,y) T P(y,z)) T Q(z,u)

2€Z \yey

— \/ \/ R(z,y) T Ply,2) T Q(z,u)

zeZ yey
=R or (Por Q)(z,u).
La preuve de (ii) est basée sur le fait que 7" est en croissant dans ses deux variables.

]

Proposition 2.8. Pour toute R1,Rs € F(X,Y) et P € F(Y, Z) et tout t-norme T nous

avons
(i) (RiURy) or P = (Ry or P)U (Ry or P).
(1)) (RiNRy)orP < (RyorP)N(RyorP).
Démonstration. (i) Puisque T est distributif par rapport & U nous avons

(RiURg) or P(x,2) = \/ (R1UR2)(z,y) T Py, 2)

yey

S \/(Rl(xay) T P(y,Z)) U \/(RQ(ZL‘,Z/) T P(y,z)),

yey yey
Aussi, Ry or P < (R1URy) or P(x,z) et Royor P < (R1URy) or Pz, 2), et alors
(Rl or P) U (RQ or P) = (Rl U Rg) or P.

(ii) Nous avons

(RiNRy) or P(x,2) = \/ (RiNR2)(z,y) T Py, 2)

<\ (Rulz,y) T Ply,2)) N \/ (Ra(z,y) T Py, 2))

= (Rior P) N (Ry o1 P)(x, 2).
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]

Définition 2.15. (La composition Min-t-Conorme) La composition min-max peut étre

généralisée naturellement a des compositions min-t-conormes

R4 o Rg(l’,Z) = /\ S(Rl(xvy)77?’2(y7z))7

yeyY

ou S est une t-conormes arbitraire.
Proposition 2.9. (i) La composition maz-t-Conorme est un associative, c’est-a-dire
(ResP)esQ=TRes(PesQ),

ouReF(X,)Y), PeFY,Z)et Qe F(Z,U).

(i1) Soit R1,Rs € F(X,Y) et P e F(Y,Z). Si R1 <Ry alors
Rl.spgRQOS'P.

Démonstration. Puisque la t-conorme S est en croissant, Nous avons

(ResP)es Q(x,u) = \/ (\/ R(x,y) S P(y,z)) S Q(z,u)

z€Z \yeYy

— \/ \/ R(z,y) S P(y,z) S Q(z,u)

z€Z yey
=Res(PesQ)x,u).
La preuve de (ii) est basée sur le fait que S est en croissant dans ses deux variables.

O

Proposition 2.10. Pour toute Ri, Ry € F(X,Y) et P € F(Y,Z) et tout t-norme S

nous avons

(1)) (RiURy) e P = (Ri10sP)U(Rre5P),

(ZZ) (Rl HRQ) LXS P < (Rl XS P) N (RQ og 7))
Démonstration

(i) Puisque S est distributif par rapport a U nous avons

(RiURy) o5 P(x,2) = \/ (R1URs)(z,y) S Py, 2)

yey
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< \/ (R1($7y) S P(y,Z)) U \/ (R2($7y> S P(yu Z))7
yey yey
Aussi, RiesP < (RiURy) 85 P(x,2) et RoosgP < (R1URy) esP(x,2), et alors
(Rl XS 7)) U (RQ XS 7)) = (Rl U Rg) XS P.

(ii) Nous avons

(RiNRy) o5 P(z,2) = \/ (RiNRa)(x,) S Ply, 2)

<\ (Rilz,y) S P(y,2)) N \/ (Ralw,y) S Py, 2))

=(Ri0sP)N(Ry05P)(,2).

2.6 Propriétés de relations floues

Soit R une relation binaire floue sur X [4].

e Réflexivité : R(x,z) = 1 pour tout z € X,

e Irréflexivité : R(x,z) = 0 pour tout =z € X,

e Symétrie : R(z,y) = R(y,z) pour tous z,y € X,

e Asymétrique : R(z,y) A R(y,x) = 0 pour tous z,y € X avec x # y,

e T-asymétrique : T(R(z,y), R(y,x)) = 0 pour tous z,y € X,

e Antisymétrique :z # y implique R(z,y) A R(y,z) = 0 pour tous x,y € X,

e T-antisymétrique : = # y implique T(R(z,y), R(y,x)) = 0,

e Transitivité : R(z,y) A R(y,z2) < R(z, z) pour tous z,y,z € X,

e T-transitivité : T(R(z,y), R(y,2)) < R(x,z) pour tous z,y,z € X,

e Séparabilité : R(z,x) = 1 implique que = = y pour tous z,y € X,

e Linéaire (ou complet) : max(R(z,y), R(y,x)) = 1 pour tous z,y € X,
Les L-relations binaires qui sont réflexives et symétriques sont appelées L-tolérances floues, et
les T-transitive et L-tolérances sont appelées L-équivalences. Une L-équivalence séparable est
appelée L-égalités. Notez que 2-égalité sur X est précisément 1'égalité habituelle (identit)idx,
c-a-d idx(z,y) = 0 pour x # y. La notion de L-égalité est une généralisation naturelle du

notion classique (bivalente).
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Définition 2.16. (Continu a gauche)[19] Pour un t-norme T continu a gauche, l'implication

résiduelle T est définie comme (x,y € [0,1]),

T(z,y) =sup{p € [0,1] | T(1,x) <y}

2.7 Classes particuliéres de relation floue

Ce sont deux types de relations qui apparaissent souvent en mathématiques : les relations
d’ordre et les relations d’équivalence. Une relation d’ordre est une généralisation de I'inclusion
d’ensemble et de la relation d’ordre sur la ligne réelle. Dans cette section, nous rappelons

quelques définitions et concepts dont nous aurons besoin dans la suite. Pour plus de détail voir

(41, [6], 1177, [23]).

2.7.1 Relation d’équivalence floue

Dans cette section, nous rappelons les définitions de base et propriétés des relation d’équi-

valence floue et que cette derniére faire une partition sur un ensemble quelconque.
Définition 2.17. (Relation d’équivalence floue)[23]| Une relation d’équivalence floue (re-
lation de similarité) E sur X est une relation floue qui est :

(a) Réflexive : E(x,x) =1 pour tout v € X,

(b) Symétrique : E(x,y) = E(y,z) pour tous z,y € X,

(¢) Transitive : E(x,z) > (E(z,y) N E(y, 2)) pour tous x,y,z € X.

Exemple 2.12. [23] Soit X = {x1, 2, 3, T4, =5, 76}, et soit E 'ensemble flou définit par

la matrice suivante

x| 1 02 1 0.6 0.2 0.6
r9 |02 1 02 02 08 0.2

g |06 02 06 1 0.2 08
x5 102 08 02 02 1 0.2
¢ | 06 02 06 08 02 1
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Alors, E est une relation d’équivalence floue.

Proposition 2.11. [I7] Pour tout seuil o choisi dans 10, 1], la relation R, de niveau v associée

a une relation de relation d’équivalence flou est une relation d’équivalence classique sur x.

Définition 2.18. (Classes d’équivalences)|23]| Soit E une relation d’équivalence floue dans
X =A{z1, 29, ..., x,} caractérisé par une fonction d’appartenance E(x;, x;) tell quei, j € {1,2,...,n}.
Pour chaque z; on associée une classe d’équivalence E[x;] ou simplement [x;], cette classe est

un ensemble flou de X qui est caractérisé par sa fonction d’appartenance pg,)(x;) = E(x;, x;).

Exemple 2.13. Soit X = {x1, 29, 23,24, T5, 26} et soit E la relation d’équivalence floue qui est

définit dans l’exemple on a :

Elz1] = {(21,1), (22,0.2), (23, 1), (24, 0.6), (5,0.2), (x6,0.6) },
E[Ig] = {(ZE‘I, 02), ((L’Q, 08), (ZE3, 02), (l’4, 02), (I5, 1), (ZE(;, 02)}

Proposition 2.12. [I7] Quand « varie de 0 a 1, les relations de niveau « associées & une
relation d’équivalence flou R sur X constituent des partitions emboitées de X, dont les classes

sont les classes d’équivalence de R,.

Exemple 2.14. [I7] Soit I’ensemble de référence X = {x1, 9, x3,24} et une relation binaire
floue E sur X dont la fonction d’appartenance est définie par la matrice suivante, et dont on

montre que E = Fo E :

Elxy x9 3 x4
x| 1 0.3 09 05
x9 |03 1 0.3 0.3
23109 03 1 0.5
4105 03 05 1

On obtient 4 relations de niveau « différentes associées a E, dont on vérifie que ce sont des
relations d’équivalence, avec Eg1 = Foo = Fo3, Fos = Eos, Fog = Eo7r = Eos = Foo, définies

de la facon suivante :

FEos |1 xy 13 14 Eos | x1 xay 13 14
1 1 1 1 1 T 1 0 1 1
To 11 1 1 T 0 1 0 0
T3 11 1 1 T3 1 0 1 1
Ty 1 1 1 1 Ty 1 0 1 1

43



Eog | x1 xy 13 @4 Ey |2 x2 x3 a4
1 10 1 0 z1 |1 0 0 O
To 0 1 0 0 z2 |0 1 0 O
T3 10 1 O z3 |0 0 1 O
Ty 0 0 0 1 zg |0 0 0 1

On observe alors que tous les éléments de X sont en relation par Eg 3 qui posséde donc une seule
classe d’équivalence. Les éléments de X en relation par Egs sont {x1,x3,x4} d’un part, {zs}
d’autre part. Ceux qui sont en relation avec Fog sont {x1,x3},{x2} et {x4}, qui en constituent
donc les classes d’équivalence. Les classes d’équivalences de Ei sont les singletons de X. On
peut alors construire l’arbre de partitions associé a la relation d’équivalence floue E indiqué sur

la figure 2.3.

{x1, 22, w3, 24} E o3

PN

{351,953,354} {96’2} E s

/ N\ |

{z1, 23} {24} {22} E o9

/N |

{1} A{zs} {za} {72} E

FIGURE 2.3 — "L’arbre de partition associée a une relation d’équivalence floue"

Des relations similaires ont été introduites dans le but d’étendre les relations classiques.
L’idée principale pour le faire est de généraliser le concept de transit en utilisant le t-norme,

comme suit :

Définition 2.19. (T-équivalence floue)ld] Un application E : X? — [0, 1] s’appelle une
relation d’équivalence floue sur X par rapport a une t-norme T, pour la bricveté T-équivalence,

st elle a les propriétés sutvantes :
(i) Ve € X : E(z,x)=1 (reflexivité),

(ii)) Ve,y € X © E(x,y) = E(y,x) (symétrie),
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(iii) Vx,y,z € X : T(E(x,y), E(y,2)) < E(z,z) (T-transitivité).

Une relation T-équivalence floue E sur X est dite séparable (c’est a dire T-égalité floue) si

I'implication suivante est vérifiée : F(z,y) = 1 = x = y pour tout z,y € X.

2.7.2 Relation d’ordre floue

L’autre grande classe de relations floues possédant des propriétés spécifiques constitue une
extension des relations d’ordres floues. Dans ce que suit nous devons définir plusieurs types

fondamentaux de l'ordre flou qui seront nécessaires tout au long de cette travail.
Définition 2.20. (Relation d’ordre flou partiel)|8| Une relation binaire floue R sur X est
appelé relation d’ordre flou partiel si les conditions suivantes sont vérifiées

(a) Réflexive, pour tout x € X, R(x,x) =1,

(b) Antisymétrique, pour tous xz,y € X, v #y = R(z,y) AN R(y,z) =0,

(¢) Transitive, pour tous x,y,z € X, R(x,z) > (R(z,y) AR(y, 2)). Si R une relation d’ordre

flou partiel sur X, alors le couple (X, R) est appelé ensemble partiellement ordonné

flou.

Exemple 2.15. Soit X = {a,b,c,d, e}, l’ensemble flou définit sur X par la matrice suivante :

Rla b c d e
a (|1 0 0 06 04
b |0 1 0 06 06
c |00 1 0 06
d [0 0 0 1 0
e [0 0 0 O 1

Alors, R est un ordre flou partiel sur X.

Théoréme 2.1. (Caractérisation des ordres flous par ses a-coupes)[8| Une relation
R : X? — L est un ordre flou, si est seulement si, tous ses a-coupes ( sauf le 0-coupe) sont

des ordres classiques.

Démonstration
(=)

Soit R : X2 — L une relation d’ordre floue.
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(1) Montrons que R, est réflexive.
Soit o € L—{0}etz € X.Ona:R(z,x)=1>a, Vx € X, donc (z,z) € R,, alors R,

est réflexive.

(2) Montrons également que R, est antisymétrique.

Soient o € L — {0}, z, y € X.

(x,y) € Ra et (y,2) € Ry = R(z,y) > aet R(y,x) > «
= R(z,y) ARy, z) > a
= R(z,y) AN R(y,z) # 0 (car R est antisymétrique)

=T =Y.

Alors R, est antisymétrique.

(3) On va montrer la transitivité de R,. Soient o € L — {0}, z, y, z € X.

(,y) € Ra et (y,2) € Ra = R(z,y) = avet R(y,2) =
= R(z,y) ARy, 2) > «
= R(z,2) > a (car R est transitive)

= (z,2) € Ra.

Donc, R, est transitive. Alors, R, est une relation d’ordre classique.
(<)
Inversement on suppose que Ya € L — {0}, les a-coupes de R sont des relations d’ordres

classiques et montrons que R est une relation d’ordre floue.

(1) La réflexivité; Soit « € L — {0} et z € X,
(x,2) € Ry = R(z,z) > a, Va € L — {0}, donc R(z,z) =1, R est réflexive.

(2) L’antisymétrie; Soit o € L — {0} et soient z, y € X,

r#y=(r,y) ¢ Rqou (y,2) & Ra, Yoo € L — {0}
= R(z,y) < aou R(y,z) < a, Yoo € L — {0}
= R(z,y) NR(y,z) < o, Yoo € L — {0}

= R(z,y) A R(y,z) = 0.
Alors R est antisymétrique.
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(3) La transitivité; Soit o« € L — {0} et soient z, y, z € X, on pose R(z,y) AR(y,z) = o on

a .

R(z,y) AR(y,z) =a = R(z,y) > aet R(y,2) > «
= (z,y) € Ra et (y,2) € Ra
= (x,2) € R, (car R, est transitive)
= R(z,2) >«

= R(z,2) = R(z,y) AN R(y, 2)
Donc, R est transitive. D’oti, R est une relation d’ordre floue.

Définition 2.21. (Pré-ordre flou)[23] Un pré-ordre flou est une relation binaire flove R

réflexive et transitive.

Exemple 2.16. Soit X = {a,b,c,d}, l'ensemble flou définit sur X par la matrice suivante :

R | a b c d
a| 1 08 1 038
b 102 1 02 02
c| 1 08 1 038
d |06 09 06 1

Est un pré-ordre flou sur X.

Définition 2.22. (Ordre flou strict)|23] Un ordre flou R est une relation floue dans X qui

est irréflexive et transitive.

Exemple 2.17. Soit X = {a,b,c,d}, l’ensemble flou définit sur X par la matrice suivante :

Rla b c d
a |1 0.8 1 0.8
b |01 0 01 0.1
c |1 0.8 1 0.8
d |05 09 06 1

Alors, R est un ordre flou strict sur X.
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Définition 2.23. (Ordre flou total)|23] Une relation d’ordre flou R sur X est dite ordre
flou total si R(x,y) > 0 ou R(y,x) > 0 pour tout z,y € X. Si R une relation d’ordre flou
total sur X, alors le couple (X, R) est appelé ensemble totalement ordonné flou(ou bien

chaine floue).

Exemple 2.18. Soit R une relation flou sur X = {x,y, 2z} donné par :

R(z,z) |z vy =z

T 1 06 0.6
Y 0 1 0.4
z 0 0 1

R est un ordre flou total.

Remarque 2.3. Les relations floues remplissant seulement la réflexivité et T-transitivité sont

appelées pré-ordres par rapport a t-norme T, en abrégé T-pré-ordres.

Définition 2.24. (Ordre flou faible) Un ordre flou faible par rapport a t-norme T donnée

(ou un T-Ordre flou faible) est une T-pré-ordre flou qui est linéaire.

Exemple 2.19. Soit T' une t-norme continue a gauche. Alors
T(z\y) =supfa € [0,1] | T'(z,a) < y}
définit un T-pré-ordre flou sur X = [0, 1] qui est aussi un T-ordre flou faible.

Remarque 2.4. T est habituellement appelé le pseudo-inverse de'l" et d’un point de vue logique,

c’est ['tmplication résiduelle associée a la conjonction T'.

Définition 2.25. (T-ordre) Un application R : X* — [0, 1] est appelé un ordre flou sur le
domaine classique X non vide par rapport a une t-norme T, pour une brieveté de T-ordre, si

les trois axiomes sont satisfaits :
(i) Ve € X : R(x,z)=1 (reflexivité),
(i) Ve,y € X © o #y= T(R(x,y),R(y,x)) =0 (T-antisymétrique),

(iii) Vx,y,z € X : T(R(z,y),R(y,2)) < R(z,2z) (T-transitivité).
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On s’attendrait naturellement a ce que les ordres flous soient des ordres linéaires nettes,
considérons maintenant un ensemble ordonné linéairement X. Une exigence naturelle sur un

fuzzification sonore de 'ordre linéaire original serait la monotonie suivante :
Vee X :y=z= R(x,y) < R(zx,z) (2.1)
En utilisant la réflexivité et la monotonie ci-dessus, nous obtenus que, pour x € X,
Yy 2 z:R(y,x) = 1.
Linéarité de = et T-antisymétrique, d’autre part, entrainer
Vy £z :R(y,z) =0,

et nous avons prouvé que l'ordre nette < lui-méme est le seul ordre flou tel que la propriété
(2.1) est remplie.

De plus, en considérant les ordres flous comme des modéles mathématiques de concepts comme
< approximativement plus petit ou égal >, ou < plus grand ou égal >, on observe immédia-
tement qu’il existe une composante inhérente & l'incapacité de discriminer.

Cela peut entrainer la demande d’apporter ensemble des ordres flous et indissociables. Dans
ce suit, une généralisation qui tient également compte de I'indistinction. pour les détails de la

preuve [5].

Définition 2.26. (T-E-ordre) Une fonction R : X* — [0,1] est appelée un ordre floue sur
X par rapport a une t-norme T, et une T-équivalence E, pour une brieveté T-E-ordre, si elle

remplit les trois axiomes suivants pour tous x,y € X :
(i) Ve € X : E(z,y) < R(z,y) (E-reflezivité),
(i) Ve,y € X : T(R(x,y),R(y,z) < E(z,y) (T-E-antisymétrique),
(iii) Vx,y,z € X 1 T(R(z,y),R(y,2)) < R(z,z) (T-transitivité).
Proposition 2.13. ( Quelques propriétés de base)
(i) Chaque T-égalité est un T-E-ordre.
(ii) Chaque ordre classique est un ordre flou par rapport a toute t-norme et ’égalité classique.

(111) Si R est un T-E-ordre, alors sa relation dite de transposition R'(z,y) = R(y,x) est

également un T-E-ordre.

49



(iv) Un Ti-E-ordre est un Ty-E-ordre si Ty est plus faible T;.

Remarque 2.5. Prenez E est un égalité nette dans la définition [2.26, nous obtenons la défi-

nition 2. 29

Théoréme 2.2. St R est un T-E-ordre sur [’ensemble X, alors pour tous x,y € X
T(R(z,y), R(y,x)) < E(z,y) < min(R(z,y), R(y, z)).

Démonstration. On supposons que R est un T-E-ordre sur ’ensemble X, et on montre que
T(R(z,y), R(z,y)) < E(z,y) < min(R(z,y), R(z,y))-

En effet, on montre que T(R(z,y), R(z,y)) < E(z,y) par la définition de T-antisymétrique.
Et d’autre part on montre que E(z,y) < min(R(z,y), R(x,y)) par la définition de E-réflexivité.
0

Le prochain théoréme montre comment définir des produits cartésiens des ordres floues.

Théoréme 2.3. (Produits cartésiens des ordres floues) Soient X, ..., X,, des ensembles
nets et soit T une t-norme arbitraire. Si (Rq,...,R,) et (E1,..., E,) sont des familles des rela-

tions floues telles que, pour toust=1,...,n
(i) R et E; sont relations binaires floues sur X,
(i) E; est une T-équivalence sur X,

(iii) R; est un T-E;-ordre,

Alors la relation floue

R Z(Xl X ... X Xn)g — [O, 1]

(1,5 m0) (Y1505 42)) — /\(Ri(ﬂfi, Yi)

i=1
est un ordre flou par rapport a T et la relation d’équivalence floue

n

E((xl, e ) (Y1505 2)) = /\Ez(%,yz)

=1

Est un T-E-ordre.
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Définition 2.27. (Compatibilité dans le sens Bodenhofer)[6] Soit < est un ordre classique
sur X et soit E est une relation équivalence floue sur X. E est appelée compatible avec < si et

seulement st [implication suivante est valable pour tous x,y € X :
v Sy Sz= Erz) <min(E(z,y), E(y, 2)).

La Compatibilité entre une ordre classique < et une relation d’équivalence flou E peut étre
interprétée comme suit : Les deux éléments extérieurs d’une chaine a trois éléments sont au

moins aussi reconnaissables que les deux éléments intérieurs.
Par analogie avec le cas classique, étant donne un domaine X non vide

Définition 2.28. Une relation floue binaire R : X? — [0, 1] est un ordre faible flou (ou un
T-ordre faible) si elle a les deux propriétés suivantes pour tout x,y,z € X, ou T désigne une

t-norme continue a gauche :
(1) T(R(x,y),R(y,z)) < R(z,z) (T-transitivité),
(2) R(z,y) =1ou R(y,z) =1 (complet).

Notez que (comme un cas précis) est un faible ordres flous sont nécessairement réflexifs, c-a-d

R(x,z) =1 est valable pour tous x € X.

On peut affirmer que le théoréme suivant montre qu'un ordre faible et net peut toujours

étre décomposé en un ordre linéaire net et une relation d’équivalence nette.

Théoréme 2.4. (Décomposition en ordres linéaires nets et en T-équivalences) [6] Soit

R une relation binaire floue, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) R est un T-ordre faible.

(2) il existe un ordre linéaire classique =< et une T-équivalence qui est compatible avec < tel

que R peut étre représenté comme suit :

1 51z X vy,
R(z,y) = (2.2)

E(z,y) autrement.

Afin de prendre la relation d’équivalence floue sous-jacente dans les comptes, nous ajoutons

I'extensionnalité.
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Définition 2.29. (strict T-E-ordre) [6] Une relation binaire floue R sur un univers X est
appelée ordre flou strict par rapport a une t-norme T et une T-équivalence E, pour la brévité

strict T-E-ordre, si elle remplit les aziomes suivants pour tous z,x ,y,y ,z € X :
(1) Irréflexivité : R(x,x) = 0,
(2) T-transitivité : T(R(z,y), R(y, z)) < R(x, 2),

(8) E-extensionalité :T(R(x,y), T(E(z,2"), E(y,y)) < R(z',y).

Remarque 2.6. Remarquons que, sous I’hypothese de T-transitivité, l'irréflexivité implique T-
asymétrie, c-a-d que T(R(z,y), R(y,x)) = 0 pour tous z,y € X ou la réciproque T ne tient que
st T'n’a pas de diviseur nul. En d’autres termes, l’irréflexivité peut étre remplacée de maniére
équivalente par T-asymétrie st T n’a pas de diviseur nul. En outre, nous pouvons conclure que

T(E(z,y),R(y,x)) = 0 est valable pour tous x,y € X et pour strict T-E-ordre R.

Exemple 2.20. C’est un fait bien connu E(x,y) = max(1 — |z —y|,0) est une Ty-équivalence
sur R, Tr(z,y) = max(z +y — 1,0) étant la t-norme de lukasiewicz. 1l est facile de mon-
trer que L(z,y) = max(min(l — z + y,1),0) est un T-E-ordre complet et que R(x,y) =
max(min(y — x, 1),0) est un Tp-E-ordre strict.

E-extensionnalité tel que défini ci-dessus n’est rien d’autre qu’une traduction directe de affir-
mation croustillante trivial (v = 2’ et y =y et x < y) implique que =’ < y'. Dans le cas ou
E est l’égalité croquante classique, E-extensionnalité est trivialement remplie et nous finissons

dans le concept plus traditionnel d’un ordre floue stricte.

2.8 Extensions linéaires d’un ordre flou

Dans cette section, on va discuter la propriété d’extension linéaire d’'un T-E-ordre partiel
[5].

Définition 2.30. (Extension et le role de la continuité a gauche) Considérons deux
T-E-ordres Ry et Ra, on dit que Ry étend Ry si Ry C Ry, c’est a dire Ro(z,y) < Ri(x,y),

pour tous x,y € X. Dans le cas ot Ro C Ry on dit que Ry est une extension de Rs.
On note par Ext(R) de 'ensemble des extensions linéaires (complets), c’est a dire
FExt(R)={R': T — F —ordre | R C R'}.
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Un T-E-ordonnant R est dit maximal s’il n’existe aucun T-E-ordre R’ tel que R C R/, c-a-d,
Ezxt(R) = {R}.

Théoréme 2.5. [5] Soit R un T-E-ordres. Si T est continu a gauche alors ’ensemble Ext(R)

a au moins un élément mazrimal.

Démonstration 2.1. Nous considérons une séquence arbitrairement ordonnée dans Ext(R),

c’est a dire une famille (R;)cr telle que
(i) Uensemble d’index I est linéairement ordonné,
(i) pour tousi € I, R; € Ext(R),

(111) R; C R; nimporte quand i < j.

Maintenant nous définissons (pour tous z,y € X)

R(z,y) = sup R;(z,y).
iel
E-réflexivité de R est trivial a prouver. Pour prouver T-E-antisymétrique, il faut prendre en
compte de continuité a gauche :
T(R(z,y),R(y,z)) =T (su? Ri(z,y), sup R;(y, x))
1€ JjE

=supsup T (Ri(z,y), R;(y,x)) = (*).

iel jel
Puisque la famille (R;)icr est ordonnée linéairement, ’égalité

() = sup T(Ri(r,y), Ri(y,z))

1€
tient, et T-antisymétrie suit former le T-FE-antisymétrie de chaque R;. Une argumentation
similaire peut étre appliquée pour prouver T-transitivité :
TR0, R0 2) = T (sup il ) sup R 1.2)
1€ JE

=supsup T (R;(z,y), R;(y, 2))
iel jel
< supT(Ri(z,z))

el

= R(z, 2).
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Par conséquent, nous avons montré de maniére constructive que toute séquence ordonnée linéai-
rement dans Ext(R) a un seul sup (supremum) dans Ext(R). Par le lemme de Zorn, donc,

Uezistence d’un élément maximal dans Ext(R) est garantie.

Maintenant, nous passons & des questions opposées, quelle est la gravité des difficultés qui

surviennent si elles sont abandonnées sont continuité a gauche n’est pas satisfaite.

Proposition 2.14. A condition que l’ensemble X comporte au moins deux éléments et que T
n’est pas continué a gauche, il existe une T-équivalence E et une séquence ordonnée linéairement

des T-E-ordres qui n'a pas d’un seul sup (supremum) dans l’ensemble des T-E-ordres sur X .

Lemme 2.1. [5] Supposons qu’on nous donne un ensemble non vide X, une T-équivalence
E sur X, et un T-E-ordre R sur X. Ensuite, pour tout sur ensemble X' D X, il existe des
relations floues E' et R’ telles que
(1) E' est une T-équivalence sur X' qui s’étend de E a X dans le sens ou E|E, c-a-dire,
E'(x,y) = E(x,y) pour tous x,y € X.
(2) R est une T-E’-ordre sur X' qui s’étend R a X dans le sens ou R'|X = R, c-a-dire,
R'(x,y) = R(x,y) pour tous x,y € X. De plus, si R est un T-E-ordre mazimal sur X, il

existe un mazimum de T-E’-ordre R" sur X' pour R"|X =R lequel.

Démonstration 2.2. Nous définie

(

E(z,y) si © € XetyelX,
Ez,y) =41 si =y ¢ X,

0 st stnon.
\

)
R(z,y) si v € XetyelX,

Ri(z,y) =41 si z=y ¢ X,

0 st sinon.

(
Il est facile de vérifier que E' est une T-équivalence sur X' et R' est un T-E’-ordre sur X'.
Les propriétés d’extension E's| = E et R' x| = R sont également triviales par les définitions ci-

dessus. Supposons maintenant que R est T-E-ordre mazimal sur X et appliquons la construction
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ci-dessus de E' et R'. Puis, par Théorémel[2.5, il existe un T-E-ordre R" sur X' qui un extension
mazximale de R'. Trivialement, la restriction de R"|X doit étre un T-E-ordre qui prolonge R.

Puis R"|X =R doit tenir, sinon R ne serait pas un T-E-ordre maximal sur X.

Théoréme 2.6. [5] Soit R une relation floue sur un domaine X et E une T-équivalence sur
le méme domaine, alors les deux assertions suivantes sont équivalences :
1. R est un T-E-ordre complet.

2. il existe un ordre linéaire < la relation E est compatible avec tel que R peut étre représenté

comme suit :

1 st z<uy,
R = (2.3)
E(z,y) sinon.

Comme une conséquence importante du théoréme|2.6, nous obtenons que la complétude implique
la maximalité.

Proposition 2.15. Pour toute T-équivalence E, tous les T-E-ordres complets sont maximaux.

Démonstration 2.3. Considérons un arbitraire linéairement complet T-E-ordonné R. Sup-
posons que c¢’est une extension de R notée R’ ce qui n’est pas trivial, c’est a dire qu’il a une
paire (a,b) tell que R'(a,b) > R(a,b) depuis R(a,b), par la représentation (2.3), est soit 1 ou
E(a,b), R(a,b) = E(a,b) < 1 doit tenir, sinon R'(a,b) > R(a,b) ne pouvait pas étre satisfait.

Depuis < est linéaire, b < a doit tenir, ce qui implique R(a,b) = 1, et nous obtenons
T(R'(a,b),R'(b,a)) = T(R'(a,b),1) = R'(a,b) > R(a,b)) = E(a,b)
ce qui contredit T-E-antisymétrique ; donc R doit étre mazximale.

Maintenant, la question est de savoir si I'implication inverse détient, aussi la réponse, ce-

pendant, est négative, du moins si I’on considére une t-norme qui est inférieure au minimum.

Proposition 2.16. Supposons que T # Ty; alors pour tout ensemble X avec au moins deux
éléments il existe une T-équivalence E et R est une T-FE-ordre pour la quelle il n’existe pas

d’extension linéairement (ou compléte).

Démonstration 2.4. Considérons d’abord un ensemble de deux éléments {a,b} C X. depuis
T # Ty, il existe deux valeurs «, 5 €]0,1[ tel que T(a, ) < min(a, ). Nous construisons

maintenant les deux relations suitvantes :
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R(a,b) | a | b E(a,b) | a | b
a 1|« a 1A
b g1 b Al

ot on choisit A = T'(«, 3). C’est facile de prowver que E est une T-équivalence sur {a,b} et que
R est un T-E-ordre sur {a,b}. s’il y avait une extension linéairement (ou compléte) de R, il
serait possible de soulever R(a,b) ou R(b,a) a 1. Par conséquent, les deux relations suivantes

sont les deux plus petites relations floues possibles qui étendent R qui sont linéairement (ou

completes) :
R*(a,b) | a | b R*(a,b) | a|b
a 11 a 1|«
b g1 b 1

Cependant, nous obtenons les deux violent

T(R*(a,b),R*(b,a)) =T(1,5) =5 > min(a, ) > T(a, ) = X\ = E(a,b),
T(R*(a,b),R*(b,a)) =T(a,1) = a > min(a, 5) > T(c, 5) = A = E(a,b).

Par conséquent, 'R ne peut pas avoir une extension compléte, par Lemme on peut étendre
E et R a une T-équivalence E' et un T-E’-ordre R', respectivement,qui sont les deux relations
binaires floues sur tout X entier. Si R’ avail une extension linéairement (ou complétes), ceci
impliquerait que R a aussi une extension compléte qui a déja été prouvée ne pas étre le cas.

Par conséquent, R’ est un T-E’-ordre sur X qui n’a pas une extension compléte.

Lemme 2.2. Soit une Ty;-équivalence E, un Th;-FE-ordre est maximal si et seulement s’il est

linéairement (ou complet).

Théoréme 2.7. (Szpilrajn théoréme pour Ty -E-ordre)|21] On suppose que E est une

Tyr-équivalence, alors tout Tys-E-ordre a une extension compléte.

Démonstration 2.5. Pour une T-équivalence E donnée et un T-E-ordre R, Théoréme
garantit l’extension d’une extension mazximale de R, Lemme[2.9 prouve alors que cette extension

est linéairement (ou complétes).

La question reste de savoir si [INT] peut étre rempli pour l'affaire 7' = T}, le théoréme
suivant donne une caractérisation unique des T-E-ordres qui peuvent étre représentés comme

des intersections d’extensions linéairement.
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Théoréme 2.8. (Composition des intersections d’extensions linéairement) Soit E
est une Tyr-équivalence et soit R est un Th;-E-ordre, alors les deux assertions suivantes sont

équivalentes :

(i) 1l eziste une famille des Tyr-E-ordres (R;)ier trés complétes, telle que la représentation

sutvante :

R(z,y) = inf Ri(z,y).

(ii) Pour tous x,y € X,
R(z,y) € {E(x,y),1}

Démonstration
(1) = (i) : Supposons que (i) est vrai, c’est-a-dire que R est une intersection d’extensions
linéairement (ou complétes). Maintenant, choisissez une paire (z,y) € X, si R(x,y) = 1, nous
avons terminé, inversement, supposons que R(x,y) < 1. Alors il existe un ¢ € I, tel que
R(z,y) < Ri(z,y) < 1 est satisfait. Puisque R; est linéairement (ou complet), R;(y,z) = 1

doit tenir. Puis, forme E-réflexivité et T-FE-antisymétrique de R;, on obtient

c’est-a-dire, que R(z,y) = F(z,y) détient.

(i4) = (7) : On choisit I’ensemble d’index de la maniére suivante :
I ={(a,b) € X*|R(a,b) = E(a,b)}

Puis, pour toute paire (a,b) € I, E(a,b) = R(a,b) < R(b,a) détient. Maintenant, nous défini-

tions une relation floue R,; comme
Rap(z,y) = max(R(z,y), min(R(z,b), R(a,y))).

De maniére analogue a la preuve du Lemm, Rap est un Th-E-ordre qui est une extension

de R et qui suit :

Rap(a,b) = max(R(a,b), min(R(a,b), R(a,b))) = R(a,b) = E(z,y), (2.4)
Rap(b,a) = max(R(b,a), min(R(b,b), R(a,a))) = 1. (2.5)
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Par Théorém, il existe au moins une extension linéairement (ou compléte) de R, . Laissez-
nous choisir une telle extension et le désigne avec R ,. Puisque R , remplit également T),-E-

antisymétrie,
E(a,b) > min(R; ,(a,b),R; ,(b,a)) = min(R; ,(a,b),1) = R*(a,b) > E(a,b)
Doit tenir. La preuve est terminée si nous réussissons a prouver 1’égalité

R(x,y) = (aiil)fel Rz, y).

Laissez-nous choisir une paire arbitraire (z,y), si R(z,y) = 1 alors R ,(v,y) = 1, doit aussi
tenir, puisque tous les R, sont des extension de R, Inversement, si R(x,y) = E(z,y) teint,
alors nous avons (z,y) € I et par (2.4)

E(l’,y) = R(l’,y) = R;,y(x7y) Z inf sz(l‘,y)-

(a,b)erl ’
L’inégalité inverse

R(z,y) < inf R:, (z,y)

" (ab)erl ’

tient en tout cas, puisque tous Rj , sont des extensions de R.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons vu le concept des ensembles flous comme une généralisation de
la notion d’ensemble classique, puis on a abordé les relations floues qui sont considérés comme
des ensembles flous dans un produit cartésien. Puis, nous avons vu quelques des extensions
floues des théoremes fondamentaux sur les relations.

Aussi, nous avons étudié les relations d’équivalence et d’ordres floues comme des classes parti-

culiéres du relations floues.
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